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摘　要 :提出了一种简单的参数均匀插值曲线表示方法 ,分析了该表示法的相关性质 ,并提出了

该插值曲线光滑拼接的方法。该方法直观、易控制、效率较高、有一定的实用性。实验表明 ,采用低阶
(一般小于 6阶 )参数插值方程实现连接 ,效果好。
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Abstract: An easy parametric uniform interpolation was p resented and its characteristics were analyzed in this paper. A

method of its smoothing connection was p resented and thismethod was visual, easily controlled, effective and p racticable. The

experimental result shows that the parametric curve of uniform interpolation in less than 6 rank is better in performance.
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0　引言

曲线、曲面造型是计算机图形学和计算机辅助几何设计

的一项重要内容 ,主要研究在计算机图像图形系统的环境下

对曲线与曲面的表示、设计、显示和分析。经多年的发展 ,已

有了比较成熟的 Bezier[ 1 ]和 B样条 [ 2, 3 ]表示方法。

插值方式在曲线造型和表示中有着重要应用。在插值方

式中要求插值函数 f ( x)通过区间 [ a, b ]上 n + 1个互异点

( xi , yi ) ( i = 0, 1, 2, ⋯, n) ,即需要 f ( xi ) = yi。常见的曲线插

值方法有 :样条插值、拉格朗日插值等。现有的样条插值方

法 [4～6 ]由于要反求控制点 ,在使用时计算量较大 ,实现较麻

烦。传统的拉格朗日插值方法直接实现多点插值时 ,每增加一

点时 ,每一项都要重新计算 ,计算量大 ;当插值点很多时 ,插值

曲线很难控制 ;插值曲线采用显函数表示 ,当斜率大时不易精

确计算。

本文使用拉格朗日插值思想 ,推导出一种参数均匀插值

方程的表示方法 ,并分析了该表示方法的相关性质 ;采用低阶

的参数均匀插值方程实现了多个序列点的光滑拼接。

1　参数曲线表示及其特点

曲线、曲面表示形式通常有 :显式表示、隐式表示、参数式

表示。

x = x ( t)

y = y ( t)

z = z ( t)

, t∈ [ a, b ]

曲线的参数表示即是将曲线上各点的坐标表示成参数方

程的形式。若取参数为 t,则曲线的参数表示式为 :

参数方程中的参数 t可以代表任何量 ,如时间、弧长、角

度等 ,依据不同的应用场合而定。在工程应用中 ,由离散点来

近似地决定曲线和曲面 ,即通过测量或实验得到一系列有序

点列 ,通过这些点列 ,用插值法构造出一条光滑曲线或曲面 ,

以直观地反映出实验特性、变化规律和趋势 ,称为插值曲线或

曲面。

在计算机辅助设计与图形系统中 ,参数方程与其他表示

形式相比较 ,其优点有 :

1)有更大的自由度来控制曲线和曲面的形状 ;

2)与坐标轴无关 ;

3)便于处理斜率无穷大的问题 ,不会因此而中断计算 ;

4)用参数表示曲线时 ,因为参数变量是规范化的 , t的变

化限制在 [ 0, 1 ]范围内 ,所以曲线总是有界的。

下面给定一组有序离散的数据点 P i , i = 0, 1, ⋯, n。

1)如何构造参数均匀插值方程 p ( t) = [ x ( t) , y ( t) ]或

p ( t) = [ x ( t) , y ( t) , z ( t) ] t∈ [0, 1 ]来表示经过这 n +1个点 ;

2)介绍该参数均匀插值方程的性质 ;

3)对生成的低阶参数均匀插值曲线段 ,如何实现光滑连

接。

2　参数均匀插值曲线的表示及其性质

构造多项式插值曲线时 ,必须使曲线方程的待定系数、矢

量个数等于给定的插值条件数即数据点的数目 [7 ]。因此 ,在

构造一条顺序通过数据点 P i ( i = 0, 1, ⋯, n)的多项式插值曲

线时 ,其插值曲线方程应为 : p ( t) = ∑
n

i =0

( PiB i, n ( t) ) ,其中 ,

B i, n ( t)为 ( i = 0, 1, ⋯, n)基函数。

2. 1　参数均匀插值曲线的表示

设过 P0 , P1 , ⋯, Pn +1的 n + 1点的 n次参数曲线方程 p ( t)

( t∈ [ 0, 1 ] ) ,用均匀插值方法来构造曲线方程 p ( t) , ti分别

取 0, 1 / n, 2 / n, ⋯, ( n - 1) / n, 1时 ,使 p ( ti ) = Pi。构造 p ( t)为
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下列的参数多项式 :

p ( t) = B 0, n ( t) P0 + B 1, n ( t) P1 +⋯ + B i, n ( t) Pi +

⋯ + B n, n ( t) Pn , t∈ [ 0, 1 ]

其中 B i, n ( t)为不高于 t的 n次多项式。由参数均匀插值

定义可得 :

B i, n ( t) = ( ( t - t0 ) ( t - t1 )⋯ ( t - ti- 1 ) ( t - ti+1 )⋯

( t - tn ) ) / ( ( ti - t0 ) ( ti - t1 ) ⋯ ( ti - ti- 1 )

( ti - ti+1 ) ⋯ ( ti - tn ) )

= ∏
n

j =0∩j≠i

( t - tj ) Þ ∏
n

j =0∩j≠i

( ti - tj )

i = 0, 1, ⋯, n; t∈ [ 0, 1 ]; ti = i/ n

例 1　过两点的均匀插值参数方程 p ( t) = B 0, 1 ( t) P0 +

B 1, 1 ( t) P1 = (1 - t) 3 P0 + t3 P1 ( t∈ [ 0, 1 ] )。表示一条直线

(如图 1 ( a) 所示 )。过三点的均匀插值参数方程 p ( t) =

B 0, 2 ( t) P0 + B 1, 2 ( t) P1 + B 2, 2 ( t) P2 = (1 - 2 t) 3 (1 - t) P0 +

4 t3 (1 - t) P1 + t3 (2 t - 1) P2 ( t∈ [ 0, 1 ] )。表示一条二次曲

线 (如图 1 ( b) 所示 )。过四点的均匀插值参数方程 p ( t) =

B 0, 3 ( t) P0 + B 1, 3 ( t) P1 + B 2, 3 ( t) P2 + B 3, 3 ( t) P3 = (1 -

3 t) 3 (1 - 3 t /2) 3 (1 - t) P0 + 93 t3 (1 - 3 t /2) 3 (1 - t) P1

+ 9 /23 t3 (3 t - 1) 3 (1 - t) P2 + t3 (1 - 3 t) 3 (1 -

3 t /2) 3 P3 ( t∈ [ 0, 1 ] )。表示一条三次曲线 (如图 1 ( c) )。

图 1　参数均匀插值曲线

2. 2　n次参数均匀插值方程及基函数的性质

参数曲线 p ( t) = B 0, n ( t) P0 +B 1, n ( t) P1 +⋯ +B i, n ( t) Pi

+⋯ + B n, n ( t) Pn ( t∈ [ 0, 1 ] )有如下一些基本性质。

性质 1:　参数方程 p ( t)的 n + 1个插值点 P0 , P1 , ⋯, Pn

的基函数之和恒为常数 1,即∑
n

i =0

B i, n ( t) = 1。

证 :令 g ( t) = ∑
n

i =0

B i, n ( t) ,由于 g ( t)是 t的 n次一元多项

式 , t分别取 0, 1 / n, 2 / n, 3 / n, ⋯, k / n, ⋯, 1时 , g ( t) 的值分别

为 : g (0) = 1 , g (1 / n) = 1, g (2 / n) = 1, ⋯, g (1) = 1即

g (0) = g (1 / n) = g (2 / n) = ⋯ = g ( k / n) = g (1) = 1, n次

一元多项式 g ( t)有 n + 1个相同值 ,因此 g ( t) ≡1, p ( t)的基

函数之和恒为常数 1。

性质 2:　对称性 ,由插值点序列 Q n , Q n - 1 , ⋯, Q0 (其中 Q i

= Pn - i , i = 0, 1, ⋯, n)构造出的参数均匀曲线 ,与点序列 P0 ,

P1 , ⋯, Pn +1构造出的参数均匀曲线形状相同 ,走向相反。

证明 :　P0基函数 B 0, n ( t) = ∏
n

j =1

( t - tj ) Þ∏
n

j =1

( t0 - tj ) ,

⋯, Pk基函数 B n, k ( t) = ∏
n

j =0∩j≠k

( t - tj ) Þ ∏
n

j =0∩j≠k

( tk - tj ) ;

即需证明 P0基函数 B 0, n ( t)等于 Pn基函数 B n, n (1 - t) ,

Pk基函数 B k, n ( t)等于 Pn - k基函数 B n - k, n (1 - t) :

1) 令 u = 1 - t, B n, n (1 - t) =∏
n - 1

j =0

( u - uj ) Þ∏
n - 1

j =0

( un - uj )

= ( u - u0 ) / ( u - un ) 3 ∏
n

j =1

( u - uj ) Þ∏
n - 1

j =0

( u0 - uj ) = ∏
n

j =1

( t

- tj ) Þ∏
n

j =1

( t0 - tj ) = B 0, n ( t)

2) k ≠0或 n时 ,令 u = 1 - t , B n - k, n (1 - t) = ∏
n

j =0∩j≠n - k

( u

- uj ) Þ ∏
n

j =0∩j≠n - k

( un - k - uj ) = ∏
n

j =0∩j≠k

( t - tj ) Þ ∏
n

j =0∩j≠k

( tk - tj ) =

B k, n ( t)

因此 , p ( t)具有对称性。

其基函数 B i, n ( t) = ∏
n

j =0∩j≠i

( t - tj ) Þ ∏
n

j =0∩j≠i

( ti - tj ) ( i = 0,

1, ⋯, n; t∈ [0, 1 ]; ti = i / n)。横坐标为 t,纵坐标为 B i, n ( t)的

图形如图 2所示 (图 2分别给出 n = 2⋯7, t∈ [0, 1 ]的情况 )。

图 2　基函数 B i, n ( t)的对称图

试验分析基函数 B i, n ( t)的性质有 :

性质 1　基函数 B i, n ( t)随着 n的增大 ,其波动性越来越

大 ,难以控制 ,一般情况下 , n小于 6时 ,其图形的波动性较小。

性质 2　基函数 B i, n ( t)中 , B i, n ( t)和 B n - i, n ( t)在 t = 0. 5

处对称 ,即 B i, n ( t) = B n - i, n (1 - t)。

性质 3　基函数 B i, n ( t) ( i = 0⋯n, t∈ [ 0, 1 ] )的曲线簇

关于 t = 0. 5对称。

3　参数均匀插值方程生成多点光滑曲线

3. 1　低阶参数均匀插值方程实现光滑拼接的算法

本文用上面介绍的低阶参数均匀插值法实现较多点的光

滑拼接 ,其算法思想是 :

1)先对多个序列点进行分组 ,生成多个低阶参数均匀插

值方程 ;

2)构造拼接函数 ,实现相邻两段插值曲线的光滑拼接 ;

3)重复步骤 2) ,直到最后生成一条光滑曲线 ;

例 2　有 6点 P0 , P1 , P2 , P3 , P4 , P5序列点 ,按 3点一组可

分 ( P0 , P1 , P2 ) , ( P1 , P2 , P3 ) , ( P2 , P3 , P4 ) , ( P3 , P4 , P5 )可生

成四个曲线 ,然后相交曲线再进行光滑拼接 (光滑连接后如

图 3所示 )。

图 3　二次曲线对 6点光滑拼接

3. 2　光滑拼接函数的构造与实现

下面对两个相邻的低阶参数均匀曲线方程 ,构造一个拼

接函数 f ( t)实现两曲线段的光滑拼接。

令 p1 ( t)、p2 ( t)是两个低阶参数均匀曲线方程 , f ( t)为拼

接函数。f ( t)的基函数可采用线性基函数 (1 - t与 t) ,平方阶

基函数 ( t
2与 1 - t

2 ) ,三角基函数等来实现。

例 3　假设有 4点 P0 , P1 , P2 , P3序列点 ,先生成的两个二
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次参数均匀曲线 p1 ( t)、p2 ( t) ,然后再用 f ( t)进行拼接。

1)由 P0 , P1 , P2 ( k1 = 2, k1为 p1 ( t)插值方程的次数 )生

成的二次参数均匀曲线方程为 p1 ( t) ,如图 4 ( a)。

p1 ( t) = (1 - 2 t) 3 (1 - t) P0 + 4 t3 (1 - t) P1 + t3 (2 t -

1) P2 ( t∈ [0, 1 ]) ; p1 (0) = P0 , p1 (0. 5) = P1 , p1 (1) = P2

2)由 P1 , P2 , P3 ( k2 = 2, k2为 p2 ( t)插值方程的次数 )生

成的二次参数均匀曲线方程为 p2 ( t) ,如图 4 ( a)。

p2 ( t) = (1 - 2 t) 3 (1 - t) P1 + 4 t3 (1 - t) P2 + t3 (2 t -

1) P3 ( t∈ [0, 1 ]) ; p2 (0) = P1 , p2 (0. 5) = P2 , p2 (1) = P3

3)构造一个连接函数 f ( t) ,函数 f ( t) 是连接 p1 ( t) 和

p2 ( t)的公共区域 (如图 4 ( b) ) , P1到 P2之间的曲线段。

f ( t) = (1 - t) 3 p1 ( u) + t3 p2 ( v) ( t∈ [ 0, 1 ] )

其中 u = u ( t) , v = v ( t) ,且 p1 ( u (0) ) = p1 (1 - 1 / k1 ) =

P1 , p1 ( u (1) ) = p1 (1) = P2 , p2 ( v (0) ) = p2 (0) = P1 ,

p2 ( v (1) ) = p2 (1 / k2 ) = P2。

因此 ,可构造拼接函数 :

f ( t) = (1 - t) 3 p1 (1 + ( t - 1) / k1 ) + t3 p2 ( t / k2 )

= (1 - t) 3 p1 (1 + ( t - 1) /2) + t3 p2 ( t /2)

t∈ [ 0, 1 ]

图 4　光滑连接两段二阶参数均匀曲线

　　构造的拼接函数 f ( t) ,可得如下一些性质 :

性质 1　p1 ( t) 的点 ( t = ( k1 - 1) / k1 ) 是连接函数

f ( t) ( t =0)的起点 , p1 ( t)的终点 ( t = k1 / k1 = 1)是连接函数

f ( t) ( t = 1) 的终点 ; p2 ( t) 的起点 ( t = 0) 是连接函数

f ( t) ( t =0) 的起点 , p2 ( t) 的点 ( t = 1 / k2 ) 是连接函数

f ( t) ( t =1)的终点。即 f (0) = p1 ( ( k1 - 1) / k1 ) = p2 (0) ,

f (1) = p1 (1) = p2 (1 / k2 )。

性质 2　参数曲线 p1 ( t)与 f ( t)在 P1点处具有 1阶几何

连续性 (记作 G
1连续性 ) ; 参数曲线 p2 ( t)与 f ( t)在 P2点处

具有 1阶几何连续性。

证明 :　f′( t) | t =0 = ( (1 - t) 3 p1′( u) 3 u′( t) - p1 ( u)

+ t3 p2′( v) 3 v′( t) + p2 ( v) ) | t =0 = p1′(1 - 1 / k1 ) 3 u′(0) -

p1 (1 - 1 / k1 ) + p2 (0) = p1′(1 - 1 / k1 ) 3 u′(0)

= C3 p1′( u (0) ) (令 C = u′(0) )

可得在 P1点处具有 1阶几何连续性 [8 ]
;类似 ,可得在 P2

点处具有 1阶几何连续性。

性质 3　整个曲线的阶数是 f ( t) 函数的阶数为

max (J ( p1 ( t) ) , J ( p2 ( t) ) ) + J (基函数 ) ,其中 J为求 f ( x)的

基函数的阶 , max为求两数的大数。

用此拼接函数 ,可实现任意多个插值顶点的光滑连接 ,直

到整个曲线光滑。此方法简单、灵活 ,易控制 ,稳定性较好 ,效

率较高 ,具有一定的实用性 ,表 1给出对几种曲线实现多点插

值的比较。

表 1　不同样条曲线实现插值进行比较

名称 基函数 特点

Bézier曲线 B i, n ( t) = C i
n (1 - t) n - i ti, i = 0⋯n 计算量较大、反求控制点、无局部修改性

NURBS样条
R i, n ( t) = W iB i, n ( t) Þ∑

n

j =0
W jB i, n ( t) ,

i = 0⋯n, W i为权值

计算量大、反求控制点、无局部修改性

参数均匀插值曲线
B i, n ( t) = ∏

n

j =0∩j≠i

( t - tj) Þ ∏
n

j =0∩j≠i

( ti - tj)

i = 0, 1, ⋯, n; t∈ [ 0, 1 ]; ti = i/ n

计算量较大、无局部修改性

低阶参数均匀插值曲线 本文介绍的方法实现光滑拼接 计算量较小、无需反求控制点、有局部修改性

　　例 3:　采用 2阶参数均匀插值方程 (拼接函数为 f ( t) =

(1 - t) 3 p1 (1 + ( t - 1) /2) + t3 p2 ( t /2) ) ,分别实现 4点、5

点、7点的光滑曲线 ,如图 5所示。

图 5　2阶参数均匀插值方程实现光滑连接

4　结语

本文介绍了一种直观快捷的低阶参数均匀插值方法实现

光滑曲线 ,试验表明 ,此方法 : 1) 低阶插值情况下 (一般 n <

6) ,效果较好 [9 ]
; 2)对于插值点较多情况下 ,直接采用插值

法 ,图形的波动较大 ,难控制 ;则需要进行分段处理 ,再进行光

滑连接 ; 3)对于绘制具有对称性的封闭曲线 ,一般效果较好 ;

4)程序的时间复杂度为 O ( n2 ) [10 ] ; 5) 此方法也适宜于三维

空间曲线的光滑连接。
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